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年前的 1852 年，Guthrie 提出了用四种颜色就可以对任一张地图进行染色的猜想。本文研究
图的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色问题。一个图 G 的一个正常边染色 f 称为是
Smarandachely 邻点可区别的，如果对 G 中任何相邻的两个顶点 u 与 v，与 u 关联的边的颜
色的集合和与 v 关联的边的颜色的集合互不包含。对一个图 G 进行 Smarandachely 邻点可区
别正常边染色所用的最少颜色数称为 G 的 Smarandachely 邻点可区别正常边色数，简称为 G
的 SA-边色数，记为 ' ( )sa Gχ 。对于 Smarandachely 邻点可区别正常边染色来说，子图的 SA-
边色数可能会超过母图的 SA-边色数。这说明，研究通常的点染色、边染色、全染色的许多
方法不适用于 Smarandachely 邻点可区别正常边染色。因此研究图的 Smarandachely 邻点可
区别正常边染色有一定的难度。 
本文研究 m nK K∨ 的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色，确定了以下图类的 SA-边
色数： 2n nK K− ∨ ，正整数 4n ≥ 且 n 为偶数； 1n nK K− ∨ ，正整数 4n ≥ 且 n 为偶数；
1n nK K− ∨ ，正整数 3n ≥ 且 n 为奇数； 2 nK K∨ ，正整数 2n ≥ ； 3 nK K∨ ，n 为奇数且 5n ≥ ；
3 nK K∨ ， ( 6) 0(mod 3)n n n≥ ≡为偶数且 ； 33 KK ∨ 。 
 

















A proper edge coloring of G is a Smarandachely adjacent vertex distinguishing edge coloring 
if for any two adjacent vertices u and v，the set of colors appearing on the edges incident to u and 
the set of colors appearing on the edges incident to v are not included with each other. The 
smallest number of colors of which such a coloring of G exists is called the Smarandachely 
adjacent vertex distinguishing edge chromatic number，SA-edge chromatic number for short，and 
denoted by ' ( )sa Gχ . This paper discusses the Smarandachely adjacent vertex distinguishing edge 
coloring of the joint graph m nK K∨ .More specifically, the SA-edge chromatic number of the 
following joint graphs are determined: 2n nK K− ∨ When 4n ≥ and n is even ；
1n nK K− ∨ When 4n ≥ and n is even ； 1n nK K− ∨ When 3n ≥ and n is odd ；
2 nK K∨ When 2n ≥ ； 3 nK K∨ When 5n ≥ and n is odd ； 3 nK K∨ When 
( 6)n n ≥ , 0(mod3)n ≡  an n is even; 33 KK ∨ . 
 
Key words: joint graphs; complete graphs; Smarandachely adjacent-vertex-distinguishing proper 
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●  邻点可区别边染色 
定义 1.1 对于一个简单图 G(V, E)，f 是一个 k-正常边染色,若 f 满足： 
( ), ( ) ( )uv E G C u C v∀ ∈ ≠有 。这里 ( ) { ( ) | ( )}C u f uv uv E G= ∈ ，则我们称 f 为 G 的邻点
可区别边染色，简记为 k AVDEC− ，且 
'( ) min{ |av G k k AVDECχ = − of }G  
称为G 的邻点可区别边色数。对于邻点可区别边染色有如下猜想： 
猜想 1.1【2】 对于无孤立边的简单的图 G，且 5G C≠ ，则 '( ) ( ) 2av G Gχ ≤ Δ + 。这里 ( )GΔ
表示G 的最大度。 
 
●  邻点可区别全染色 
定义 1.2 对于一个简单图 G，f 是一个 k-正常全染色，如果满足 
( ), ( ) ( )uv E G C u C v∀ ∈ ≠有 ， 
















( ) { |at G k k AVDTCχ = − of G} 
称为 G 的邻点可区别全色数。对于邻点可区别全染色有如下猜想： 
猜想 1.2【9】 对于简单图 G，有 ( ) ( ) 3at G Gχ ≤ Δ + 。 
目前对圈、完全图、完全二部图、扇、轮、树、部分 Halin 图及部分外平面图等特殊图类证
明了此猜想成立，文献【13】证明了对双圈图、双轮及边连通度 ( ) 1Gλ = 的图等特殊图类
也证明了此猜想成立。 
 
●  点可区别全染色 
定义 1.3 对于一个简单图 G，f 是一个 k-正常全染色，若满足： 
, ( ), ( ) ( )u v V G C u C v∀ ∈ ≠有  ，这里 ( ) { ( )} { ( ) | ( )}C u f u f uv uv E G= ∪ ∈ ，则我们称 f
为 G 的点可区别全染色，简记为 k-VDTC，且 
 ( ) min{ |vt G k k VDTCχ = − of G} 
称为 G 的点可区别全色数。对于点可区别全染色有如下猜想： 
猜想 1.3【15】 设 G 是阶数不小于 3 的一个简单图，则 ( ) ( ) ( ) 1T vt TG G Gμ χ μ≤ ≤ + 。
这里 ( )GTμ 表示 G 的组合全度，即 ( ) 1max{min{ | , }}iT l iG l C n iμ δ+= ≥ ≤ ≤ Δ ，其中 1ilC +
表示 l 个不同元素中任取 1i + 个元素的组合数； in 为度为 i 的点数；δ ，Δ分别表示G 的最
小度和最大度。                                                                                   
  
●  邻点强可区别全染色 
定义 1.4 设 ( , )G V E 是阶数不小于 3 的简单连通图，f 是 k-正常全染色，若满足：
( ), ( ) ( )uv E G C u C v∀ ∈ ≠ ，这里 
( ) { ( )} { ( ) | ( )} { ( ) | ( )}C u f u f uv uv E G f v uv E G= ∪ ∈ ∪ ∈ ， 
我们称 f 为 G 的邻点强可区别全染色，简记为 k-AVSDTC 且 
( ) min{ |ast G k k AVSDTCχ = −  of G } 















猜想 1.4【14】  
（1） 若 G 为阶数不小于 3 的简单连通图，则有 2( ) log 1ast G n nχ ≤ + +⎡ ⎤⎢ ⎥ ，等号成
立当且仅当 G 为 2 2kn = − 的完全图。 
（2） 若 G 是最大度为Δ的平面图，则 ( ) 3ast Gχ ≤ Δ + 。 
 
●  均匀边染色 
定义 1.5 对简单图 ( , )G V E 的一个 k-正常边染色 f ，若满足 
, {1,2, }i j k∀ ∈ …, ， || | | || 1i jE E− ≤ ， 
则称 f 为 G 的一个 k-均匀边染色法（简记为 k-PEEC）。而称 
' ( ) min{ | }e G k G k PEECχ = −的   
为 G 的均匀边色数，其中 { | ( ) ( ) } 1,2, ,iE e e E G f e i i k= ∈ = =， ， … 。 
 
●  均匀全染色 
定义 1.6 对简单图 ( , )G V E 的一个 k-正常全染色 f， 若满足 
, {1,2, }i j k∀ ∈ …, ， || | | || 1i jT T− ≤ ， 
则称 f 为 G 的一个 k-均匀全染色（简记为 k-ETC）。而称 
' ( ) min{ | }et G k G k ETCχ = −的  
为 G 的均匀全色数，其中 i i iT V E= U , { | ( ) ( ) } 1,2, ,iV v v V G f v i i k= ∈ = =， ， … , 
{ | ( ) ( ) } 1, 2, ,iE e e E G f e i i k= ∈ = =， ， … 。 
 
●  邻点可区别均匀全染色 
定义 1.7 对 | ( ) | 2V G ≥ 的简单图 ( , )G V E 的一个 k-正常全染色 f，若满足 
（1） ( ) ( ) ( )uv E G u v C u C v∀ ∈ ≠ ≠， ， ； 
（2） {1,2, , } || | | || 1i ji j k T T∀ ∈ − ≤， … ， 。 















( ) min{ | }aet G k G k AVDETCχ = −的  
为 G 的邻点可区别均匀全色数。 
 
●  准备工作 
 
本文仅考虑有限，无向的简单图。设 G 为图，V(G)表示 G 的顶点集合，E(G)表示 G 的
边的集合， ( )GΔ 表示 G 的最大度。设C = {1，2，…k}为颜色集合。设映射 f: ( )E G C→
是图 G 的一个 k-正常边染色，记 
'( ) min{ | }G k G kχ = 有一个 正常边染色 ， 
称之为 G 的边色数。 











定义 1.8 对图 G 的一个 k-正常边染色 f。设 ( )x V G∈ ，令 ( ) { ( ) | ( )}S x f xw xw E G= ∈ ，
即与 x 关联的边的颜色的集合，称之为在 f 下顶点 x 的色集合；令 ( ) \ ( )S x C S x= ，称之为
在 f 下顶点 x 的补色集合。若 G 中任意相邻顶点的色集合（或补色集合）不同，即
, ( ), ( )u v V G uv E G∀ ∈ ∈ ，有 ( ) ( )( ( ) ( ))S u S v S u S v≠ ≠或 ，则称 f 为 G 的 k-邻点可区别正
常边染色（简称为 k-AVDPEC），数 
'( ) min{ | }a G k G k AVDPECχ = −有一个 ， 
称为 G 的邻点可区别正常边色数。 
图的邻点可区别正常边色数在文献【2-7】中均有研究，特别地，对完全图有如下结论。 











    文献【8】提出了图的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色，如下。 















即 ( )S u 与 ( )S v ，或 ( )S u 与 ( )S v 互不包含，也就是 | ( ) \ ( ) | 1,| ( ) \ ( ) | 1S u S v S v S u≥ ≥ ，则
称 f 为使用了 k 种颜色的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色，简记为 k-SA-边染色。数 
' ( ) min{ | }sa G k G k SAχ = − −有一个 边染色 ， 
称为 G 的 Smarandachely 邻点可区别正常边色数，或 SA-边色数。 
显然，若图 G 有一度点，则 G 不存在 SA-边染色。文献【8】 研究了一些特殊图类的
Smarandachely 邻点可区别正常边色数。 
下述的定理 A 及定理 B 都很容易得到。 
定理 A 设图 G 不含一度点。 
(i) 若 1 2, , tG G G… 为 G 的所有分支， ' ( ) max{ ' ( ) | 1, 2,sa sa iG G iχ χ= = … }t ； 
(ii) ' ( ) ' ( )sa aG Gχ χ≥ ，当 G 为正则图时 ' ( ) ' ( )sa aG Gχ χ= ； 
(iii) ' ( ) ( ) 1sa G Gχ ≥ Δ + ； 
(iv) 对 G 的真子图 H，可能有 ' ( ) ' ( )sa saH Gχ χ≥ 成立。＃ 
本章第三节的例子证明了定理 A（ⅳ）。 











    （ⅱ）设 nC n是 阶圈， 3n ≥ ，则 
3, 0(mod 3)














   （ⅲ）设 nF 是 n+1 阶扇， 3n ≥ ，则 








































设 G 为图， 1 2( ) { , , }nV G u u u= … 。做图 'G ,使得 1 2( ') { , , }nV G v v v= … ， 
( ) ( ')V G V G φ∩ = ，且 ( ') { | ( )}i j i jE G v v u u E G= ∈ 。 'G 是 G 的一个拷贝。做图 ( )D G ，
使得 
( ( )) ( ) ( ')V D G V G V G= ∪ ， 
( ( )) ( ) ( ') { | ( ), , 1, 2, }i j i jE D G E G E G u v u v E G i j n= ∪ ∪ ∈ = … 。 
则称 ( )D G 为 G 的倍图。 
文【8】对几类图的倍图的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色进行了讨论，得到了
下述结论。 
定理 C【8】(i)设 ( 3)n n ≥ 阶路 1 2n nP u u u= … ，则 
8, 3









(ⅱ)设 ( 3)n n ≥ 阶圈 1 2 1n nC u u u u= … 。若 
0, 2(mod 3) 1(mod 3) 0(mod 5)n n n≡ ≡ ≡或 且 ,则 ' ( ( )) 5sa nD Cχ = 。 
（ⅲ）设 nS 是 1( 2)n n+ ≥ 阶星， 0 1( ) { , , }n nV S u u u= …, ， 
0( ) { | 1, 2, }n iE S u u i n= = …, ，则 ' ( ( )) 4sa nD S nχ = 。 
（ⅳ）设 nF 是 1( 3)n n+ ≥ 阶扇，则 ' ( ( )) 2 1, 0(mod 2)sa nD F n nχ = + ≡ ， 
2 1, 0(mod 2);
' ( ( ))






= ⎨ + ≡⎩ 。
＃ 
在本文中，我们总是用 mK 表示阶为 m 的空图（即无边图），用 nK 表示阶为 n 的完全
图，且 mK 与 nK 没有公共顶点，用 m nK K∨ 表示 mK 与 nK 的联图，即 m nK K∨ 是 mK 与 nK
的点不交的并再添上连接 mK 的每个顶点与 nK 的每个顶点的边所得到的图。在本文中，如















第三节 子图的 SA-边色数大于母图的 SA-边色数的一个例子 
考虑图 1 中（a）所表示的图 G,由于 ( ) 4GΔ = ，因此 ' ( ) 5sa Gχ ≥ 。易验证（b）中所
示的染色为 G 的一个 5-SA-边染色。因此， ' ( ) 5sa Gχ = 。但对 G 的真子图 1 3H G u u= − ，
显然有 ' ( ) 5sa Hχ ≥ 。假设 H 有一个 5-SA-边染色 f，设所使用的颜色为 1，2，3，4，5。不
妨设 2 1( ) 1f u u = ， 2 5( ) 2f u u = ， 2 4( ) 3f u u = ， 2 3( ) 4f u u = ，由于 2u 与其余各顶点均相
邻，故其余各点的色集合中一定包含颜色 5，因此， 
1 5( ) 5f u u = ， 3 4( ) 5f u u = ，且边 4 5u u 只可能含颜色 1 或 4，若 4 5( ) 1f u u = ，则
1 5( ) ( )S u S u⊆ ，矛盾；若 4 5( ) 4f u u = ，则 3 4( ) ( )S u S u⊆ ，矛盾。所以 ' ( ) 6sa Hχ ≥ 。结
合（c）中所给出的 H 的 6-SA-边染色可知， ' ( ) 6sa Hχ = 。如本节最后的图 1 所示。 
对通常的点染色、边染色、全染色来说，子图的色数不超过母图的相应的色数。而对于
Smarandachely 邻点可区别正常边染色来说，子图的 SA-色数可能会超过母图的 SA-色数。
这说明，研究通常的点染色、边染色、全染色的许多方法不适用于 Smarandachely 邻点可区
别正常边染色。因此研究图的 Smarandachely 邻点可区别正常边染色有一定的难度。 
 
                             
   （a）                         (b)                           (c) 
 
图 1：（a）图 G；（b）G 的一个 5-SA-边染色；（c）G 的真子图 H 的一个 6-SA-边染色。 
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第二章 m nK K∨ 的 SA-边色数 
引理 2.1 设 2, 3m n≥ ≥ ，且 n 为奇数，则 m nK K∨ 不存在（m+n）-SA-边染色。＃ 
    证明  假设 m nK K∨ 有使用了颜色为 1，2，…，m+n 的 SA-边染色，注意到
1 2( ) ( ) ( ) 1nd v d v d v m n= = = = + −… 。则 | ( ) | 1jS v = ， 1,2,j n= …, 。不妨设没有在 jv 处
表现的仅一种颜色为 j， 1,2,j n= …, ，则颜色1,2, n…, 均在每个点 iu 处表现（否则，如某
种颜色 {1,2, }j n∈ …, 在某个顶点 iu 处没有表现，则 ( ) ( )i jS u S v⊆ ，矛盾）。这说明
( ) {1,2, }iS u n= …, ， 1,2,i m= …, 。颜色 n+1 所染的仅仅是连接 1 2, , nv v v…, 中顶点的边，
且 n+1 所染的边构成一个匹配，而 n 是奇数，故 1 2, , nv v v…, 中至少有一个点缺少颜色 n+1，
矛盾。从而 m nK K∨ 不存在（m+n）-SA-边染色。＃ 
引理 2.2 设 , 2m n ≥ ，且 m，n 均为偶数，则 m nK K∨ 不存在（m+n）-SA-边染色。＃ 
证明  假设 m nK K∨ 有使用了颜色为 1，2，…，m+n 的 SA-边染色，注意到
1 2( ) ( ) ( ) 1nd v d v d v m n= = = = + −… 。则 | ( ) | 1jS v = ， 1,2,j n= …, 。不妨设 1( ) {1}S v = 。
由于 1( )S v 与 ( )jS v 互不包含，因此1 ( )jS v∈ ， 2,3,j n= …, 。若 0 {1,2, }i m∃ ∈ …, ，使
0
1 ( )iS u∉ ，则 0 1( ) ( )iS u S v⊆ ，仍矛盾。故除 1v 外的其余 m+n-1 个点都表现了颜色 1，但 1
所染的边构成匹配，而 m+n-1 是奇数，矛盾。因此 m nK K∨ 不存在（m+n）-SA-边染色。＃ 
 
第一节 1n nK K− ∨   
定理 2.1 若正整数 4n ≥ 且 n 为偶数，则 2' ( ) 2 1nsa nK K nχ − ∨ = − 。＃ 
证 明  由 于 2n nK K− ∨ 的 最 大 度 2 3nΔ = − ， 所 以 由 定 理 A( ⅲ ) 可 知 ，
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-SA-边染色，即 2' ( ) 2 1nsa nK K nχ − ∨ ≥ − 。下面给出 2n nK K− ∨ 的一个（2n-1）-SA-边染色： 
1 2, , nv v v…, 导出的完全子图 nK 的边用颜色 n+1,n+2,…，2n-1 正常地去染，使每个 jv 均
表现颜色 n+1,n+2,…，2n-1。 
边 1 1 1 2 1, , nu v u v u v…, 依次用 1，2，3，…，n-1,n 去染； 
边 2 1 2 2 2, , nu v u v u v…, 依次用 2，3，4，…,n,1 去染； 
边 3 1 3 2 3, , nu v u v u v…, 依次用 3，4，5，…,n,1,2 去染； 
……………………………………………………； 
边 2 1 2 2 2, ,n n n nu v u v u v− − −…, 依次用 n-2,n-1,n,1,2,…，n-3 去染。 
对于上述染色 ( ) {1,2, }iS u n= … ， 1,2, 2i n= −… ； 
1( ) { 1, }S v n n= − ， 2( ) { ,1}S v n= ， 3( ) {1, 2}S v = ， 4( ) {2,3}S v = ，…， 
( ) { 2, 1}nS v n n= − − 。 
因此 , {1,2, }k j n∀ ∈ … ， k j≠ ，有 ( ) ( )k jS v S v与 互不包含，显然 | ( ) | 2 3jS v n= − ，
| ( ) |iS u n= ，故 ( ) ( )j iS v S u⊄ ， {1,2, 2}i n∈ −… ， {1,2, }j n∈ … 。又 ( )jS v 中仅含 1，2，…，
n 中的恰 n-2 种色，故 ( ) ( )i jS u S v⊄ ， {1,2, 2}i n∈ −… ， {1,2, }j n∈ … 。故上述给出的是
2n nK K− ∨ 的一个（2n-1）-SA-边染色。＃ 
定理 2.2 若正整数 4n ≥ ，m=n-1 且 n 为偶数，则 1' ( ) 2 1nsa nK K nχ − ∨ = − 。＃ 
证 明  由 于 1n nK K− ∨ 的 最 大 度 2 2nΔ = − ， 由 定 理 A （ ⅲ ） 知 ，
1' ( ) 2 1nsa nK K nχ − ∨ ≥ − 。下面给出 1n nK K− ∨ 的一个（2n-1）-SA-边染色： 
1 2, , nv v v…, 导出的完全子图 nK 的边用颜色 n+1,n+2,…，2n-1 正常地去染，使每个 jv 均
表现颜色 n+1,n+2,…，2n-1。 
边 1 1 1 2 1, , nu v u v u v…, 依次用 1，2，3，…，n-1,n 去染； 
边 2 1 2 2 2, , nu v u v u v…, 依次用 2，3，4，…,n,1 去染； 
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